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オイラー（１７０７－１７８３）

「１８世紀の大半にわたりオイラーが占め続けた
がごとき，純粋，応用を問わぬ数学の全分野で
異論の余地のない指導的地位に立った数学者
は他にいたことがない．」

（ヴェイユ 『数論 歴史からのアプローチ』）

広く読まれた主要著書
『無限解析入門』（１７４８年出版，41歳頃）
無限解析による解析学の基礎

『ドイツ公女への手紙』（１７６８年出版，61歳頃）
数式なしで自然科学・哲学を解説



仮説の概略
・これらの２著書は一見何のつながりもないが，
実は密接に関係し合っているのではないか．

・ゼータ関数についての先駆的な論文『ベキ乗
と逆数のベキ乗級数の美しい関係』（1749年著

述，1768年出版）が両者を結びつけるのでは？

１．調査の動機と『美しい関係』
２．『無限解析入門』の大量の誤差
３．『ドイツ公女への手紙』



１．調査の動機と『美しい関係』

クンマー（1850年頃）
リーマンゼータ関数の特殊値（解析的対象）

|
円分体のイデアル類群の位数（代数的対象）

整数論の一理論である岩澤理論の源流は
どこまでさかのぼれるのか？

岩澤主予想（1960年代～，1984年メイザー＆ワイルズ）
Ｚp-拡大という無限次拡大の代数体を考察することに
よって，精密な等式を得ることができる．

ベルヌーイ数



○

岩澤主予想⇒691円分体のイデアル類群の691部分の
691-12=679方向は自明ではない．



ゼータ値の分子に691が出現することを最初
に記述したのは誰か？

オイラー（E41 1735年著述，1740年出版）

○



正則素数 ：ζ(1-k)たちの分子に現れない素数

非正則素数：ζ(1-k)たちの分子に現れる素数

0≦ k≦p-3でいったん出現すれば，

p-1の周期で無限回出現する．

正則素数：

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,41,43,…....,97,…….…

非正則素数：

37,59,67,101,103,131,149,157,157,233,….,691,………..

（クンマーの合同式および計算）

○
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注）１７４９年に著述

太陽と月の記号

Ｅ３５２『美しい関係』の第１ページ



『美しい関係』における成果

Ａ．関数等式・・・美しい関係
太陽と月のゼータの美しい関係

Ｂ．特殊値の計算
ζ(2) ～ζ(34)     17個の値
ζ(-1)～ζ(-33)   17個の値



Ａ．関数等式・・・美しい関係

級数値の高速な近似計算法である

オイラー・マクローリン法から関係を
発見している．





Ｂ．特殊値の計算



最小の非正則素数p=３７
はQの分子の素因数．
３４＝p－３まで計算した
素晴らしいリスト！

３４までのゼータ値
「これまで計算した限りの数を
ここに記す」



E212『微分計算教程』 （1748年著述，1755年出版）
30番目までのベルヌーイ数の不完全な素因数分解

分母の素因数は予測可能
分子の素因数は予測困難



奇妙な記述
・『美しい関係』における太陽と月の表示．

---------？
691は125番目の素数． 125=5・5・5

・最初のゼータ値のリストにおける値の表示．

著述前年の金環日食の観測．なぜ19年後に出版？

－－－



２．『無限解析入門』の大量の誤差

第1巻 ７つのリストに集中（約７０個）

第2巻 最終2章に集中（約１０個）

・切捨てと四捨五入の違いでは説明できない．

・極めて低いレベルの計算ミスがある．

・リスト間に統一がとれていない．
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Ｐ０ ｌｏｇ105の計算 log(ab)1/2=(log a+log b)/2
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Ｐ１ Ｌｏｇ ｎ 第７章

53527
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１
１

○ ○
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Ｐ２
小数点以下28桁
28個の誤差 16

38
94
39
08
85
77
32
56
74
60
05
51
39
50

sin (m/n π/2)の
マクローリン展開



cos (m/n π/2)の
マクローリン展開

00
49
63
72
62
30
70
10
36
23
86
15
30
84
67
28

549×3.14/60=28.7・・・ －１～８
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Ｐ３
tan (m/n π/2)
cot (m/n π/2)の
マクローリン展開
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ＰＡ
（ゼータ値の近似値）

×（１－１／２n）

548818

Y=1.000…00011
Z=1.000…00001

１１１＝３・３７

なぜか正しい．２巻では，
続いて３７・・・本当は７３

５４・３７
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ＰＢ
（ゼータ値の近似値）

×１／２n

10
75 
04
70
96
73
15

271503
08
53

9255
55
13
86
84
08
85
58
10
77
45
86
71
68

８・５９

１０１

PA＋PB
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ＰＣ
素数ベキ和の近似値

ゼータ値の近似値を組
み合わせて求められる

1065
246
37
18

74437
35
25
19
02
24
46
84
55
33
26
30
07
51

n=38 0.0…3637
n=40   0.0…0909
n=42   0.0…0227
n=44   0.0…0056
n=46   0.0…0012
n=48   0.0…0003

－－－

－－－
－－－

１５７

１２・６７＝３７＋５９＋６７＋１０１＋１０３＋１３１＋１４９＋１５７

１２・６７



参考
２６までのゼータ値

「いくつか書き添えて
おきたいと思う」



これらの間違いは意図的なものであり，
一種の謎かけではないか．

理由（正弦・余弦の３１個中２８個の間違い）

・通常この程度の間違いがあればその理由を推測でき
るはずだが，現在まで不成功に終わっている．

・展開係数の次数の順に誤差を音階に対応させて並べ
ると，ある種の旋律に聞こえる．（最後に演奏）

誤差に対する仮説

参考 出版前年に大バッハが『音楽の捧げもの』という見事な
謎かけをふくむ曲集をフリードリッヒ大王に献呈した．7.7.1747

「求めよ，さらば与えられん」 （マタイ7.7）

数字遊びによる謎かけ？
頭をやわらかくしてオイラーの遊び心を感じたい．





数字だけでは解釈が定まりにくいので，
解釈を方向づけるヒントを探す．
（ヒントを与えることは，出題者の義務）

『無限解析入門』を隅々まで調べる！



数学
代数 解析 幾何

巻頭の口絵



音楽 幾何学



生物学（解剖学） 書き物？ 幾何学 天文学



P 鳩とオリーブ （ノアの箱舟）
Q 蛇と杖 （モーゼの杖）

S 蜜蜂？ （約束の地？）

巻頭の絵文字

旧約聖書



第1巻6章
例 ２7/12を求めよ．

例 洪水の後，6人の人間から人類が増え
たとして，200年後に1000000人に達したと

き，人口は毎年どの程度の割合で増加し
ているか．

平均律における完全5度 ⇒音楽

ノアの洪水 ⇒ 旧約聖書（巻頭の絵）

音楽＋旧約聖書 ⇒ 詩篇（PS＝Psalm）



ヒントからリストの解釈がほぼ定まっていく．
（詳細は『無限オイラー解析』）

Ｐ０ Log105 全問題 算術
Ｐ１ Log  n 詩篇 PS111-2      神学
Ｐ２ Sin,  Cos   詩篇の曲 音楽
Ｐ３ Tan, Cot   ７つの橋 幾何学
ＰＡ～ＰＣ ゼータ 非正則素数 天文学

「ゼータ－非正則素数－天文学」の関連は難しい．
『ベキ乗と逆数のベキ乗級数の美しい関係』

（E352 著述1749 出版1768）
の太陽と月は，明示的なヒントになりうる．

答えは『入門』の同工異曲の例 1巻6章，2巻22章



３．『ドイツ公女への手紙』

『無限解析入門』の答えが第1巻にほぼ
順序通りに現れる．

空間－音楽－光学－天文学



Ｐ１
Great (Gadol) are the works of the Lord.

ＰＳ１１１－２前半

アルファベット ゼータ値のリストの個数
ヘブライ ２２文字 PA ２２個
ギリシア ２４文字 PB ２４個
ラテン（18世紀） ２６文字 PA+PB     ２６まで
ラテン文字でヘブライに起源 １８文字 PC １８個

第１通目の最後

``Toute cette Immensité est l’ouvrage du Tout puissant’’
（全ての広大無辺は全能者のみわざ）

・アルファベット詩篇なので語順は重要

・詩篇３７，１１１，１１２は，アルファベット詩篇



広大無辺 Immensité

ドイツ語とフランス語
の併記(20通目）
エルサレムの説教

「天地創造から現在まで
光が届いていない天体ま
での空間を見渡そう．神
の世界の広大無辺はこん
な想像を許してくれる」

これらを深く考えることで，
好奇心を持って光の学説
を学んでほしい．



第４通目 協和音と不協和音
公女殿下はたった今非常に優美なやり方で私
の思考の糸を中断されました ・ ・ ・ ・
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

感謝の気持ちに満たされたまま，私の話に戻る
ことにしましょう．

Ｐ２
（３通目 弦の振動による音）

4+16+16+16 (1768年) 3+14+14+14(1770年)

－ － －(1769年)

○ 234通中唯一



拍子の疑問を解決

・ ・ ・

・ ・ ・

ー ー ー

○



1768年 234個の数字とドット 1770年 233個の数字とドット

4番目にあったドットが消失

第４通目 協和音と不協和音



Ｐ３ ２つの頂点数５のグラフ

上下

左右

『無限解析入門』2巻22章

39通目の手紙

7つの橋のグラフの変形

7つの橋のグラフの双対

指の本数
２×５

QEDと同じく「D」がない



ＰＡ～ＰＣ（『無限解析入門』２巻２２章の例の解）

非正則素数
３７，５９で
５，－５のずれ

第6章の例 31/30=1.0333..
101/100=1.01

π/2=1.57・・・
(233,84)  ⇒ 149=233-84



PA～PC
非正則素数
と指数 (p,k)

半径 p-1
角度 2πk／(p-1)

オイラーの
太陽系
59通目の手紙

太 水 金 地 火 木 土 彗 彗
16  22  37  67  103  101  131  149



オイラーの「数そのもの」に対する愛情．

自身の高度な研究に対する理解者探し．

オイラーの遊び心・・・・数学観・世界観

神学・音楽・幾何学・天文学の謎かけの答えは
非正則素数に関係しており，最後まで答えを
明示的に書かなかったのではないか．

（詳細は『無限解析の源流』）



E128 正弦のマクローリン展開（1750年出版）

｜

｜

｜



拍子の推測

３７，５９，６７

５５５ －

－

－
オイラーの曲？

誤差の和
－３

誤差の絶対値の和
１１１

111/3=37



オイラー生誕 303=3・101 年
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